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On montre que si A et C sont des matrices carre es sur Z dont les valeurs propres
ve rifient certaines conditions (en particulier l’existence de valeurs propres ; et %
telles que ln ;ln %  Q) les ensembles normaux relatifs aux matrices A et C sont
distinctes.  1997 Academic Press
We show that if integers square matrix A and C verify certain conditions (espe-
cially the existence of eigenvalues % and ; with ln ;ln %  Q), then the normal set
for A and C are different.  1997 Academic Press
Une matrice A a coefficients entiers carre e d’ordre r de finit un homo-
morphisme TA du tore [0, 1[ r, surjectif si et seulement si det A{0, lequel
conserve la mesure de Lebesgue du tore; de plus, TA est ergodique si et
seulement si A n’admet aucune racine de l’unite comme valeur propre; lors-
que TA est ergodique presque tout vecteur V de Rr est ‘‘ge ne rique’’ pour
TA , c’est-a -dire que (AnV)n0 est e quire partie modulo 1 dans [0, 1[ r ; on dit
alors que V est normal pour la matrice A. Rappelons qu’une suite (Vn)n0
de Rr est e quire partie modulo un si pour tout pave P de [0, 1[ r, Vn tombe
(modulo un) dans P avec une fre quence e gale au volume de P; si
v1, n
Vn=\ b +vr, n
cela revient a dire que pour tout r-uplet de Z non re duit a (0, ..., 0)
(a1 , ..., ar) la suite (a1v1, n+ } } } +arvr, n)n0 est e quire partie modulo un, ou
encore selon le crite re de Weyl que pour tout r-uplet (a1 , ..., ar) de Z non
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E tant donne une matrice A nous appellerons B(A) l’ensemble des vecteurs
V normaux pour la matrice A.
Schmidt et Cigler ([10, 4]) ont e tudie la ‘‘normalite relative a une
matrice’’; Schmidt en particulier conside re des matrices A ‘‘quasi-entie res’’,
c’est-a -dire a coefficients dans Q mais dont les valeurs propres sont des
entiers alge briques; il montre qu’il existe alors un entier d tel que pour tout
n dAn ait ses coefficients dans Z; il est facile de voir qu’un vecteur est nor-
mal pour A si et seulements si il l’est pour dA.
L’ensemble B(A), lorsque A est quasi entie re, est stable par addition d’un
vecteur a coordonne es entie res, par multiplication par un rationnel pq et
pour h{0, h # N:
B(A)=B(Ah)
Schmidt a pose la question de savoir quand est ce que B(A)=B(C ).
Moran et Pollington [7] ont re solu le proble me pour des matrices A et C
qui commutent et n’admettent ni 0 ni racines de l’unite comme valeurs
propres: B(A) et B(C ) sont e gaux si et seulement s’il existe des entiers p et
q tels que A p=Cq. Leur preuve utilise des produits de Riesz.
Nous abordons ici le cas ou A et C ne commutent pas mais ou A admet
une valeur propre de Pisot et ou les valeurs propres de C sont des nombres
de Perron et leurs conjugue s.
La me thode utilise e s’inspire de Feldman et Smorodinsky ([5]). Cette
me thode s’appliquerait a un certain nombre de matrices a coefficients re els,
qui sont moins maniables car si A est une telle matrice, on ignore si
B(A)=B(Ap), si (1q) B(A)=B(A) et si l’addition d’un vecteur a coor-
done es entie res a un vecteur normal fournit encore un vecteur normal,
nous n’e tudierons pas ce cas et nous nous cantonnerons aux matrices
quasi-entie res.
De finition. Nous dirons qu’un polyno^me unitaire P a coefficients dans
Z est un polyno^me de Perron si tout facteur irre ductible Q de P admet une
‘‘racine dominante’’ re elle * strictement supe rieure a 1 (c’est-a -dire une
racine *>1 telle que si + est une racine de Q distincte de * alors |+|<*).
L’ensemble des racines dominantes des facteurs premiers d’un polyno^me de
Perron sera dit spectre de Perron de P.
Ni 0 ni aucune racine de l’unite n’est alors racine de P.
Examples: X 2&X&1 et (X&2)2 sont des polyno^mes de Perron de spectre
((1+- 5)2) et 2 respectivement, X3&2X2+4X&4 n’est pas un polyno^me
de Perron.
The ore me 1. Soit A une matrice ergodique quasi-entie re. Soit C une
matrice quasi-entie re dont le polyno^me caracte ristique P est un polyno^me de
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Perron; on suppose de plus qu’il existe une valeur propre ; de A qui est un
nombre de Pisot ou un entier naturel telle que si % appartier au spectre de
Perron de P, ; ve rifie ln %ln ;  Q. Alors B(C)/3 B(A).
Exemples. Le the ore me s’applique si A est une matrice (2, 2) sur Z, de
de terminant \1, et si C est une matrice (2, 2) sur Z dont 0, 1 et &1 ne
sont pas valeurs propres et dont les valeurs propres sont re elles.
Autre Exemple. Si % et ; sont des entiers alge briques tels que
ln ;ln %  Q, si ; est un nombre de Pisot, % de Perron, et si A et C sont
les matrices compagnons de ; et %, ou plus ge ne ralement sont semblables
a ces matrices compagnons, alors B(C) "/ B(A).
La preuve du the ore me est base e sur le de veloppement en base ; des
termes de la matrice Cn. Indiquons brie vement comment on de veloppe un
nombre re el positif x dans la base ;; on e crit






+ } } }
avec pour tout n, =n # [0, ... [;]] et a chaque e tape x==0;r+ } } } +
=n;r&n+rn et rn<;r&n. Cette e criture est unique (elle s’obtient a partir de
l’algorithm glouton); la suite (=0 , =1 } } } ) est dite ‘‘;-de veloppement de x’’;
=i est compris entre 0 et [;] et la suite (=i ) i0 ve rifie certaines conditions
dont nous ne ferons pas usage et que nous ne de taillerons pas ([8, 9]).
Lorsqu’un mot b1 , ..., bk sur [0, ..., [;]] apparait dans au moins un ;
de veloppement on dit qu’il est admissible en base ;. Nous dirons qu’une
mesure + sur [0, 1] est une mesure de Bernoulli relativement a ; s’il existe
p0 , ..., \[ ;] # R tels que pour tout intervalle ‘‘;-adique’’
Ia1 , ..., ak={x; x==1; +
=2
;2
+ } } } ; =1 } } } =k=a1 } } } ak= ,
+(Ia 1 , ..., aK )=pa1 pa2 } } } pak .
Les chiffres apparaissent inde pendamment les uns des autres avec un fre -
quence pa1 qui leur est propre (si par exemple on conside re le cas ;=3, et
p(0)=p(2)= 12 , p(1)=0, on obtient la mesure de Lebesgue sur l’ensemble
triadique de Cantor).
Lemme 2. Soit % un nombre re el strictement supe rieure a 1, P un
polyno^me de R[X] non identiquement nul et (vn)n0 une suite re elle ve rifiant
pour un certain * # [0, %[
|vn |<*n
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et soit un=P(n) %n+vn (on suppose un>0). Soit ;>1 un nomre re el tel que
ln %Ln ;  Q. Alors
(1) la suite (ln unln ;)n0 est e quire partie modulo un.
(2) Supposons que ; est un nombre de Pisot, et soit + une mesure de
Bernoulli sur [0, 1] par rapport a ;. Alors pour +-presque tout x la suite
(xun)n0 est e quire ppartie modulo un.
(1) Est vraie car ln un+1ln ;&ln unln ; admet pour limite
ln %ln ;  Q lorsque n tend vers l’infini et d’apre s Kuipers et Niederreiter
ceci implique que (ln unln ;)n0 est e quire partie.
(2) Se de montre comme dans ([3]) en utilisant le lemme suivant:
Lemme 3. Soit (un)n0 une suite convergente vers l ’infini et ; un nombre
re el strictement supe rieur a 1. Supposons la suite ln unln ; e quire partie
modulo un. Alors
(1) pour tout mot b1 , ..., bk admissible en base ; et tout pour =>0 il
existe un entier M et un ensemble N$/N de densite infe rieure minore e par
1&= tel que pour tout n # N$, b1 , ..., bk figure parmi les M premiers chiffres
de un (i.e. un==0 ;s+ } } } =M&1 ;s&M+1+ } } } et le bloc b1 } } } bk figure dans
le bloc =0 } } } =M&1).
(2) si ; est de plus un nombre de Pisot, si + est une mesure de Bernoulli
pour ; alors pour + presque tout x la suite (xun)n0 est e quire partie modulo un.
(1) Se montre comme le lemme X dans ([2]) en remplac ant l’asser-
tion ‘‘n ln %ln ; est e quire partie modulo un’’ par l’assertion ‘‘ln unln ; est
e quire partie modulo un’’; (2) se montre comme le lemme XX dans ([3]).
(2) est encore vraie si l’on suppose que + est ‘‘weak Bernoulli’’ relativement
a ; (voir la de finition dans ([3])).
Lemme 4. Soit Rr muni de la base canonique (e1 , ..., er); soit ( f1 , ..., fr)
une base de Rr de matrice P a coefficients dans Z. Soit
x1, n
\ b + ,xr, n n0
une suite de Rr exprime e dans la base (e1 , ..., er), qui s’e crit
y1, n
\ b +yr, n n0
dans la base ( f1 , ..., fr).
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On a donc
x1, n y1, n
\ b +=P \ b + .xr, n yr, n
Alors si la suite
y1, n
\ b +yr, n n0
est e quire partie modulo un dans Rr, la suite
x1, n
\ b +xr, n n0
l ’est aussi.
L’inverse n’est pas ne cessairement vrai (si x1 , ..., xr sont r nombres de
[0, 1[ , dans le paralle lotope construit sur f1 , ..., fr se trouvent |det P| points
y1 f1+ } } } +yr fr avec yi # [0, 1[ tels que modulo un x1 e1+ } } } +xr er=
q1 f1+ } } } +yr fr .)
Si |det P|=1 alors l’e quire partion d’une des suites e quivaut a celle de
l’autre. On ne peut donc parler d’e quire partition d’une suite de vecteurs de
Rn ; l’equire partition d’une suite de Rn est lie e aux choix d’une base d’un
re seau.
Cependant e tant donne une matrice ergodique a coefficients dans R
quasi-entie re, la stabilite de B(A) par division par q # N implique qu’une
suite
x1
\An \ b ++xr n0
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de signe un vecteur V e crit dans la base canonique, si et seulement si la suite
y1
\(P&1AnP) \ b ++yr n0
l’est, ou P de signe une matrice sur Z de de terminant non nul arbitraire et
x1 y1
\ b +=P \ b + .xr yr
On peut donc parler de vecteur normal pour l’application TA du tore lie e
a A lorsque A est entie re ou quasi-entie re.
Preuve du The ore me 1. Montrons que si l’on suppose ; supe rieur ou
e gal a 3 alors le the ore me 1 est vrai. (Si ;<3 une puissance de ; est supe -
rieur a 3, c’est encore un nombre de Pisot et on se tire d’affaire aise ment
en utilisant cette puissance de ; car B(An)=B(A) et si n est assez grand An
a pour valeur propre une puissance ;n de ; supe rieure a 3.)
Soit + la mesure de Bernoulli sur [0, 1[ : +(0)=+(1)= 12; les chiffres
2, ..., [;] ont une mesure nulle. Alors + presque partout la suite (x;n)n0
n’est pas e quire partie modulo un ([1]).
Soit donc A une matrice dont l’une des valeurs propres est un nombre
de Pisot ;=;1 , soient ;2 , ..., ;d les conjugue s de ; diffe rents de ;, soit s la
multiplicite de ; dans le polyno^me caracte ristique de A et E la somme
directe des ker(A&;iI )s pour i=1, ..., d.
Les ;1 e tants conjugue s il existe une base de Rr( f1 , ..., fr) de matrice P
a coefficients entiers telle que












et telle que pour tout a l’image du sous-espace vectoriel engendre par
fad+1 , ..., fr et le sous-espace engendre par f1 , ..., fad ont une intersection
re duite a 0. Dans cette base la matrice A se met sous la forme A1 :
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La matrice An se met sous une forme analogue An1 , avec des coefficients
b(n)i, j . Soit C
n
1 la matrice de C






ou :1 } } } :n seront fixe s une fois pour toute par la suite selon les besoins lie s
aux de monstrations, un vecteur e crit dans la base f1 , ..., fr . Montrons que
si + est la mesure de Bernoulli sur [0, 1] relativement a ; de finie au de but
de la de monstration (+(0)=+(1)= 12)
v pour +-presque tout x(An1V)n0 n’est pas e quire partie modulo un.
v pour +-presque tout x (C n1V )n0 est e quire partie modulo un.
(Pour toute mesure de Bernoulli relativement a ;, et pas seulement pour
celle utilise e ici, (C n1V )n0 est equire partie modulo un +-presque partout).
D’apre s la remarque qui suit le lemme 4, nous aurons montre que
B(C )/3 B(A).
Si An1V est e quire partie modulo un alors pour tout r-uplet h1 , ..., hr de Z
non nul la suite (h1 , ..., hr )An1V )n0 est e quire partie modulo un et en par-
ticulier la suite
(wn)n0=((0, ..., 0, h(s&1) d+1, ..., hsd , 0 } } } 0) An1 V )n0 est e quire partie
modulo un.
Cette suite s’e crit, e tant donne l’e criture de An1 dans la base f1 } } } fr :
b (n)(s&1) d+1, (s&1) d+1 } } } b
(n)
(s&1) d+1, sd
wn=(h(s&1) d+1, ..., hsd ) \ b b +b(n)sd, (s&1) d+1 } } } b (n)sd, sd
Si P(X)Xr&a1Xr&1& } } } &ar de signe le polyno^me caracte ristique de A,
les coefficients b (n)i de A
n
1 ve rifient puisque A annule son polyno^me carac-
te ristique l’e quation de re currence b (n)i, j =a1b
(n&1)
i, j + } } } +arb
(n&r)
i, j et e tant
donne la construction de A1 , si Q=Xd&:1 Xd&1& } } } &:d est le
polyno^me minimale de ; sur Q:
b(n)i, j =:1b
(n&1)
i, j + } } } +:db
(n&d )
i, j
pour (i, j ) # [(s&1) d+1, ..., sd]2.
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Pour ces valeurs de (i, j ), b (n)i, j se met donc sous la forme
b (n)i, j =#i, j, 1 ;
n+#i, j, 2 ;n2+ } } } +#i, j, d ;
n
d
ou #i, j, 1 , ..., #i, j, d sont des nombres de Q(;). Prenons :(s&1) d+1=1,
:(s&1) d+2=;, ..., :sd=;d&1.
Ainsi comme limn   #i ;ni =0 pour i=2, ..., d la suite
b (n)(s&1) d+1, (s&1) d+1 } } } b
(n)
(s&1) d+1, sd




x;d&1+b (n)sd, (s&1) d+1 } } } b (n)sd, sd
ve rifie limn   &wn&w~ n&=0 ou
#(s&1) d+1, (s&1) d+1 } } } #(s&1) d+1, sd




x;d&1+#sd, (s&1) d+1 } } } #sd, sd
et ou & y& de signe la distance de y a l’entier le plus proche.
Si &wn&w n &=0 l’e quire partion modulo un de w n e quivaut a celle de wn .
Pour H fixe , w n est de la forme (c1+c2;+ } } } +cd ;d&1)x;n ou les ci
sont dans Q; si c1+ } } } +cd ;d&1=0, w n=0 et (wn)n0 ne peut e^tre e qui-
re partie modulo un; sinon, le Th. 14 ([1]) indique que la suite (x;n)n0
n’est +-presque jamais e quire partie modulo un; une le ge re modification
de la preuve montrerait que lorsque c1 } } } cd sont fixe s la suite
((c1+c2 ;+ } } } +cd ;d&1) x;n)n0 n’est, de me^me, presque jamais e qui-
re partie modulo un: quels que soient les :i pour i(s&1)d ou >sd, V
n’est pas dans B(A1).
Montrons maintenant qu’il est dans B(C1).
Montrons qu’on peut choisire le reste des :i de sorte que pour tout
r-uplets non nul (h1 , ..., hr) de Zr la suite
x:1
(h1 , ..., hr) C n1 \ b +x:r n0
est e quire partie modulo un pour presque tout x au sens de la mesure de
Bernoulli conside re e.
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Si P(X )=Xr&t1 Xr&1& } } } &tr de signe le polyno^me caracte ristique de
C les coefficients C (n)ij de C
n
1 ve rifient d’apre s le the ore me de Cayley
Hamilton l’e quation de re currence
C (n)ij =t1C
(n&1)
ij + } } } +trC
(n&r)
ij .
Chacune des coordonne es du vecteur ligne (h1 , ..., hr) C (n)1 la ve rifie donc
aussi; ce vecteur n’est jamais nul puisque C (n)1 est de rang r; chacune de ces
coordonne es l1 , ..., lr s’e crit sous la forme: li=: racine de P Ki, :(n) :n ou Ki, :
est un polyno^me et ou les (Ki, :) ne s’annulent pas tous lorsque i va de 1 a r
et lorsque : parcourt l’ensemble des racines de P. Choisissons :1 , ...,
:s(d&1):sd+1 , ..., :r transcendants et alge briquement inde pendants entre eux.





=x \:1 :: K1, :(n) :
n+:2 :
:
K2, :(n) :n+ } } } +:r :
:
Kr, :(n) :n+
Comme ; n’est pas racine de P les r termes de la somme ne peuvent pas
se neutraliser (c’est l’une des raisons du choix du vecteur
x:1
\ b +);x:r
R e tant un polyno^me de Perron si % est la plus grande racine positive
figurant dans les Ki, : il vient l’existence d’un polyno^me S a coefficients re els
et une suite re elle un telle que:
x:1
(h1 , ..., hr) C n1 \ b +=S(n) %n+vnx:r
avec si n est assez grand |vn |<*n ou * # [0, ;[ ; ainsi la suite en question
est, d’apre s le lemme 3, + p.p. e quire partie modulo un et + p.p.
x:1
\ b +x:r
est dans B(C1); on a donc B(C1)/3 B(A1) et B(C )/3 B(A).
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